UPMC 20142015 Analyse vectorielle (LM256)

Examen : autour de ’ellipse

L'examen est prévue pour une durée de 2 heures. Les questions identifiées par des chiffres sont
indépendantes les unes des autres. Tout élément de réponse sera pris en compte dans la notation. Les
documents ainsi que les téléphones, calculatrices et ordinateurs sont interdits.

Baréme approximatif et non définitif : 1 : 0.5pt, 2 : 2pts, 3 : 2pts, 4 : 3.5pts, 5 : 5pts, 6 : 5.5pts, 7 : 7.5pts.
On rappelle que :
VO ER, cos(20) =2cos’f —1=1—2sin*0 et VacR, sin(2a) = 2cosasina.

On note &€ lellipse centrée en lorigine d’un repére orthonormé d’équation cartésienne
ZL’Q y2
4

— = 1.
9+

La courbe & peut étre paramétrée par

{x(t) = 3cost,

t e (0,2m).
y(t) = 2sint, ( )

Le point de coordonnées (x(t),y(t)) est noté M(t).

1. Faire un dessin dans le repére (O,;J)

2. (a) De quelle fonction Dellipse & est-elle la ligne de niveau 07 On notera fe cette fonction.
(b) Soit P le point de coordonnées (%, V/2). Justifier que P est sur Pellipse &.
(c) Déterminer une équation de la tangente a ellipse en P.

3. On pose ty = 7.
(
(
(¢) Prouver que I'équation déterminée & la question précédente est équivalente a celle de la ques-

tion 2c.

a) Calculer les coordonnées de M (tg).

b) Déterminer une équation paramétrique de la tangente a € en M (to).

4. On note O le domaine compris entre Uellipse £, 'axe des abscisses et la droite (OP), ot P est le point
défini a la question 2b.
(a) Représenter O sur la figure de la question 1.
(b) Déterminer une équation cartésienne puis une équation paramétrique de la droite (OP).
(c¢) Calculer l'aire du domaine O.
5. On introduit la forme différentielle

w1 = P(z,y)dr + Q(z,y) dy, avec P(z,y)= 121 92 et Q(v,y) = 12+ 952"

(a) Quel est le domaine de définition de w; ? Est-elle une forme différentielle de degré 1, 2 ou 37

(b) Calculer /wl.
&

B 0 oP

(¢) Evaluer les dérivées partielles 9Q et —.
oz oy
(d) La forme w; est-elle exacte ?

e) Pour o(z,y) = In(1 + 422 4 932), calculer ﬁ = grad .

)
)
(¢)
(f) En notant ws la forme différentielle associée a ﬁ, déterminer la valeur de / wa.
£
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6. (a) Au voisinage de quels points peut-on représenter l'ellipse £ comme la courbe représentative d’une
fonction y = ¢(x)?

(b) Soit D le domaine borné de R? délimité par €. Justifier que le domaine D peut s’écrire :

{(w,y) € R? ‘ —a<z <o, —fy1—yr? <y<ﬁ\/1—vx2}
pour des réels «, 8 et v & préciser.

(c) Posons g(x,y) = 2. Calculer // g(z,y) dedy a l'aide du théoréme de Fubini.
D

(d) Reprendre la question précédente en considérant le changement de variables x = 3rcosf et
y = 2rsin 6.

7. On appelle C le cone tronqué dans R® d’équation

2 oy
2=—+>=, 0<z<1, (latérale)
9 4
complété par la surface
22 P
{(x,y, 2)eR | z=1, o + T < 1} . (supérieure)

(a) Faire un dessin dans un repére orthonormé (O, 17, J, k).
(b) Déterminer l'intersection de la face latérale de C avec le plan d’équation y = 0.

(c) On note K le domaine borné de R® délimité par C. On a donc :

2

2
K= {(m,y,z)ER?’ z €[0,1], g+i<22}'

i. Etant donné le paramétrage suivant de la surface latérale du cone C,

x(u,v) = 3ucoswv,
y(u,v) = 2usinv, (u,v) € [0,1] x [0, 27],

z(u,v) = u,

donner les coordonnées du vecteur normal unitaire 7a¢(u, v) & la surface latérale.
ii. Ce vecteur est-il extérieur & K7
iii. Sans calcul, déterminer les coordonnées du vecteur normal unitaire Wsup(u,v) a la surface
supérieure.
iv. En déduire le volume de K.
(d) En utilisant un changement de variables inspiré de celui de la question 6d, calculer les coordonnées
du centre de gravité de K.

(e) En appliquant la formule de Green-Ostrogradsky, déterminer la valeur du flux a travers C du

champ de vecteurs

.’12'3

7: 2y

Tz
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