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�cpDtT = ���TDtP +
r � (�rT )

Re � Pr
+
M

2

Re
� :: ru

Grandeurs caracté-
ristiques communes
pour les 2 �uides

Y. Penel (INRIA) MOC : applications -

5 / 21



1. Contexte 2. Théorique 3. Numérique

Dérivation formelle des modèles (Syst. DLMN)

8>><
>>:
@t(�Y ) +r � (�Y u) = 0

@t� +r � (� u) = 0
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8>><
>>:

DtY = 0

r � u = G� [P0(t) = H�(t)]

�Dtu = �r� + 2r � [�D(u)] + �g

�cpDtT = �TP0(t) +r � (�rT )

G� :=
�Dt�

�
= �

P0

ΓP
+
�r � (�rT )

P

Développement
asymptotique
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Dérivation formelle des modèles (Modèle ABV)

8>><
>>:
@t(�Y ) +r � (�Y u) = 0

@t� +r � (� u) = 0

@t(� u) +r � (� u
 u) = �rP +r � � + � g

@t(�E) +r � (� uE) = �r � (Pu) +r � (�rT ) +r � (�u) + � g � u

8<
:
@tY +r� � rY = 0

∆� =  (t)

�
Y �

1

jΩj

Z
Ω

Y (t; x0) dx0

�

G� ! GY
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Un premier résultat théorique . . .

Théorème (S. Dellacherie & O. La�tte, '05 ; Y.P., '10)

Soient  continue sur R+ et Y0 2 Hs(Ω), s > s0 + 1. Alors il existe T > 0 pour
lequel le modèle ABV admet une unique solution classique Y sur [0;T ].

On a noté s0 =

�
d

2

�
+ 1. La régularité exacte de la solution est :

Y 2 Ws;T (Ω) := C 0
�
[0;T ]; L2(Ω)

�
\ L1

�
[0;T ];Hs(Ω)

�
� C 1

�
[0;T ]� Ω

�
:

Proposition (Y.P., '10)

La solution existe sur l'intervalle [0;T�], avec T� > 0 donné par :Y0 �
1

jΩj

Z
Ω

Y0(x) dx


s

� Cabv (s; d ;Ω) �

Z T�

0
j (t)j dt 6 1:
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. . . puis un second

En notant �n(t) =
1

jΩj

Z
Ω

Y n(t; x) dx, on démontre le résultat suivant :

Théorème (Y.P., '10)

Si Y est une solution faible de ABV[Y0;  ;Ω] avec Y0 2 L1(Ω), alors :

�n(t) =

Z
Ω

[Y0(x)]n exp
�
Ψ(t)Y0(x)

�
dxZ

Ω

exp
�
Ψ(t)Y0(x)

�
dx

; Ψ(t) :=

Z t

0
 (� ) d�:

On en déduit un principe du maximum faible : si Y0 est à valeurs dans [a; b] pour
presque tout x, alors il en est de même pour Y .
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Objectif : faire mieux . . . en 1D

Le modèle s'écrit en dimension 1 (ou tout champ de vecteurs est potentiel) :8><
>:
@tY"(t; x) + u"(t; x)@xY"(t; x) = 0; Y"(0; x) = Y0;"(x);

u"(t; x) =  (t)

�Z x

�L

Y"(t; x
0) dx 0 � (x + L)�"(t)

�
:

Régularisation :

x

Y0;"(x)Y0(x)

��0 � " �0 + "

�L L

1

��0 �0
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1. Contexte 2. Théorique 3. Numérique

Objectif : faire mieux . . . en 1D

La solution (Y"; u") existe sur un intervalle [0;T"]. On introduit alors le �ot carac-
téristique : 8><

>:
dX"
dt

= u"
�
t;X"(t; s; x)

�
;

X"(s; s; x) = x :

La fonction t 7�! Y"
�
t;X"(t; s; x)

�
est donc constante, ce qui assure que la solution

conserve le même pro�l que Y0;".

En particulier, Y" est égale à 1 sur [��"(t); �"(t)] et nulle en dehors de [��"(t); �"(t)],
avec :

�"(t) = X"(t; 0; �0) et �"(t) = X"(t; 0; �0 + "):

En résolvant les EDOs associées aux données initiales �0 et �0 + ", on montre que
�" et �" admettent la même limite lorsque "! 0. Problème : T" ! 0 !
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Le sauveur : le jacobien

Équation du jacobien :

d

dt
j detrxX"(t; s; x)j = r � u"

�
t;X"(t; s; x)

�
� j detrxX"(t; s; x)j:

Pour s = 0, cette équation s'intègre en :

j detrxX"(t; 0; x)j = exp

�Z t

0
r � u"

�
�;X"(� ; 0; x)

�
d�

�

= exp

�Z t

0
 (� )

�
Y"
�
�;X"(� ; 0; x)� �"(� )

	
d�

�

=

jΩj exp

�
Y0;"(x)

Z t

0
 (� ) d�

�
Z

Ω

exp

�
Y0;"(y)

Z t

0
 (� ) d�

�
dy
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Le sauveur : le jacobien

En dimension 1, l'équation s'intègre simplement p.r. à x :

X"(t; 0; x) = 2L

Z x

�L

exp [Ψ(t)Y0;"(y)] dyZ L

�L

exp [Ψ(t)Y0;"(y)] dy

� L:

Le �ot est bijectif de (�L; L) dans lui-même et est inversible.

Le raisonnement a été fait sous l'hypothèse que la donnée initiale (et donc le champ
de vitesse) était su�samment régulière.

On constate que ce �ot conserve ses propriétés de bijectivité et son caractère
lipschitzien lorsque la donnée initiale est moins régulière, et ce, quel que soit l'in-
tervalle de temps considéré.
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Existence d'une solution faible globale

Théorème (Y.P., '10)

Soient Y0 2 L1(�L; L) et  continue. Alors une solution faible globale en temps
de ABV[Y0;  ;Ω] est donnée par Y(t; x) = Y0

�
Θ�1

t (x)
�
, où Θ�1

t est la
réciproque (par rapport à x0) de la fonction :

Θ(t; x0) = 2L

Z x0

�L

exp [Ψ(t)Y0(y)] dyZ L

�L

exp [Ψ(t)Y0(y)] dy

� L:

Idées de base dans la preuve

§ Calcul de la quantité : A(Y) :=

ZZ
Y
�
@t'+ U@x'

�
(t; x) dtdx

§ Changement de variables lipschitzien [Evans et Gariepy, CRC-Press, 1992]

§ Validité de l'équation caractéristique @tΘ = U(t;Θ)
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Problématique

Objectif : conservation au niveau discret des propriétés physiques des modèles.

DLMN-1D8>>>><
>>>>:

@tY (t; x) + u(t; x) @xY (t; x) = 0

u(t; x) = �0�(T ;Y )@xT (t; x)

@tT (t; x) + u(t; x)@xT (t; x)�
1

[�cp](Y ;T )
@x
�
�(Y ;T )@xT (t; x)

�
= 0

ABV-1D8>><
>>:
@tY (t; x) + u(t; x)@xY (t; x) = 0; Y (0; x) = Y0(x);

u(t; x) =  (t)

"Z x

�L

Y (t; x 0) dx 0 �
x + L

2L

Z L

�L

Y (t; x 0) dx 0

#
:
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Schéma MOC pour l'advection

Objectifs

§ Simuler les solutions régulières de l'équation @tY + U � rY = f ;

§ Atteindre l'ordre 2 en espace-temps.

Idée
La méthode des caractéristiques fournit l'égalité :

Y(t; x) = Y
�
t �∆t;X (t �∆t; t; x)

�
+

Z t

t�∆t

f
�
�;X (�; t; x)

�
d�;

pour X solution de :

dX

dt
= U

�
t;X (t; s; x)

�
; X (s; s; x) = x:
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Schéma MOC pour l'advection

On se donne un maillage (xi ) en espace et (tn) en temps. Pour f = 0, le schéma
s'écrit :

Y n+1
i = Y(tn; �ni ); �ni = X (tn; tn+1; xi ):

Deux étapes (découplage espace-temps)

§ Approximation �̂ni du pied de la caractéristique �ni : montée à l'ordre 2 par
un développement limité de X autour de (tn; xi )

§ Approximation de Y(tn; �̂ni ), ne connaissant que les valeurs de la solution
aux n÷uds du maillage : montée à l'ordre 2 par une interpolation . . .
d'ordre 2

Choix
Garantir le principe du maximum sous l'hypothèse que la solution est régulière.
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Schéma MOC pour l'advection

On se donne un maillage (xi ) en espace et (tn) en temps. Pour f = 0, le schéma
s'écrit :

Y n+1
i = Y(tn; �ni ); �ni = X (tn; tn+1; xi ):

Montée en ordre sur l'approximation de la caractéristique

X (tn; tn+1; xi ) = X (tn; tn; xi ) + ∆t � @sX (tn; tn; xi )

+
∆t2

2
@ssX (tn; tn; xi ) +O(∆t3):

Utilisation des propriétés du �ot :

@sX (s; s; x) = �rxX (s; s; x)U(s; x) = �U(s; x);

@2ssX (s; s; x) = (U � r)U(s; x)�rxX (s; s; x)U(s; x):

D'où :

�ni ;2 = xi � uni ∆t +
∆t2

2
[uni @xu

n
i � @tu

n
i ] :
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1. Contexte 2. Théorique 3. Numérique

Schéma MOC pour l'advection

On se donne un maillage (xi ) en espace et (tn) en temps. Pour f = 0, le schéma
s'écrit :

Y n+1
i = Y(tn; �ni ); �ni = X (tn; tn+1; xi ):

Schéma numérique : �nij =
xj+1 � �

n
i

∆x

Y n+1
i = �n

ij

� Yg (�nij )z }| {
�
�nij(1� �

n
ij)

2
Y n
j�1 + �nij(2� �

n
ij)Y

n
j +

(1� �nij)(2� �nij)

2
Y n
j+1

�

+ (1� �n
ij)

�
�nij(1 + �nij)

2
Y n
j +

h
1�

�
�nij
�2i

Y n
j+1 �

�nij(1� �
n
ij)

2
Y n
j+2| {z }

Yd (�n
ij

)

�
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1. Contexte 2. Théorique 3. Numérique

Analyse du schéma

Stabilité inconditionnelle (au sens de Von Neumann)

Consistance inconditionnelle

Eni (∆t;∆x) :=
1

∆t

�
Y(tn+1; xi )�

�2

2

�
Y(tn; xj�1)� 2Y(tn; xj) + Y(tn; xj+1)

�
+
�

2

�
Y(tn; xj�1)� 4Y(tn; xj) + 3Y(tn; xj+1)

�
� Y(tn; xj+1)

�
:

Pour ∆t = ∆x�, on a :

§ Eni (∆t;∆t1=�) = O(∆t2), � 6 1 ;

§ Eni (∆x�;∆x) = O(∆x2), � > 1.

Dans le cas général :

lim
∆t!0

Eni (∆t;∆x) = O(∆x2) et lim
∆x!0

Eni (∆t;∆x) = O(∆t2):
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1. Contexte 2. Théorique 3. Numérique

Principe du maximum

On souhaite garantir :

Y n+1
i 2

�
min

k2V(j)
Y n
k ; max

k2V(j)
Y n
k

�
; V(j) = fj ; j + 1g:

Xj�1

Xj

Xj+1

Yg

� 2 1 0�+
g �

�

g
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1. Contexte 2. Théorique 3. Numérique

Principe du maximum

On souhaite garantir :

Y n+1
i 2

�
min

k2V(j)
Y n
k ; max

k2V(j)
Y n
k

�
; V(j) = fj ; j + 1g:

Condition nécessaire et su�sante pour que le schéma �gauche� (resp. �droit�) véri�e
ce principe :

�nij 62 ]��g ; �
+
g [ resp. ]��d ; �

+
d [;

avec :

��g =
2(Y n

j+1 � Y n
j )

Y n
j�1 � 2Y n

j + Y n
j+1

; ��d =
2(Y n

j+1 � Y n
j )

Y n
j � 2Y n

j+1 + Y n
j+2

;

�+
g =

Y n
j�1 � 4Y n

j + 3Y n
j+1

Y n
j�1 � 2Y n

j + Y n
j+1

; �+
d =

Y n
j+2 � Y n

j

Y n
j � 2Y n

j+1 + Y n
j+2

:

Ce critère permet de choisir la valeur de �n
ij .
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1. Contexte 2. Théorique 3. Numérique

Advection avec terme source f (x) = cos(�x=2)

Nt = 100, Nx = 450
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1. Contexte 2. Théorique 3. Numérique

Schéma MOC pour l'advection-di�usion

@tT + u@xT � "@2xxT = 0()
@

@t

�
T
�
t;X (t; s; x)

��
= "@2xxT

�
t;X (t; s; x)

�
§ Une première idée : schéma explicite

T n+1
i � T̂ n(�ni )

∆t
= @̂2xxT

n

(�ni )

La condition de stabilité est sévère (∆t 4 ∆x2).

§ Une meilleure idée : schéma implicite

T n+1
i � T̂ n(�ni )

∆t
= @2xxT

n+1
i

On obtient une M-matrice symétrique, ce qui garantit le principe du
maximum.

On peut encore améliorer la précision par une formule des trapèzes.
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1. Contexte 2. Théorique 3. Numérique

Un résultat sur le modèle DLMN
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1. Contexte 2. Théorique 3. Numérique

Conclusions et perspectives

La méthode des caractéristiques a permis :

3 de construire une solution (faible, classique) globale en temps

3 de suivre le pro�l des solutions

3 de construire des schémas avec de �bonnes� propriétés numériques

À faire :

7 L'extension à la dimension 2 (naturelle pour le numérique, moins pour le
théorique)

7 La preuve de convergence du schéma pour le système DLMN

7 Le couplage avec l'EDO sur la pression

7 L'étude du choix du coe�cient �n
ij
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