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Contexte

Dans un contexte d’études nucléaires, on s’intéresse à un système d’équations aux dérivées partielles modélisant l’écoulement de deux fluides compressibles et non miscibles en domaine borné. Ce
système, appelé Diphasic Low Mach Number (DLMN, [1, 2]), est un couplage entre différentes EDPs sur les variables de vitesse, de température, de pression et sur la fraction massique de la phase
gazeuse (dans la formulation choisie) sous l’hypothèse d’un nombre de Mach très faible.

L’étude de ce système comporte un certain nombre d’étapes, allant de l’analyse théorique aux simulations numériques. Afin de valider les raisonnements et les codes numériques progressivement,
on construit à partir de ce modèle deux sous-systèmes par des simplifications mathématiques (modèles DLMN-P, [2], et ABV, [3]). Si leur structure est plus simple, l’analyse qui doit en être faite est
comparable, avec toutefois une résolution plus immédiate. C’est pourquoi les outils mis en œuvre dans l’étude des systèmes simplifiés sont les mêmes que pour DLMN, ce qui rend ces études autant utiles
que fondamentales pour le problème qui nous intéresse.

On présente dans ce poster l’étude du modèle Abstrait de Vibration de Bulles (ABV), qui est un couplage entre une équation de Poisson (elliptique) et une équation d’advection-diffusion (hyperbolique).
Le modèle ABV résulte d’une modification du système DLMN-P qui lui fait perdre tout sens physique. Les simulations fournissent cependant des résultats qualitatifs remarquables. L’étude de ce système, à
l’image de ce que peut être l’analyse numérique de tout ensemble d’équations aux dérivées partielles, comprend :

• la recherche théorique de solutions dans des espaces fonctionnels variés, en se rapprochant du cadre physique sous-jacent ;
• l’étude de cas particuliers comme des symétries ou le cas de la dimension 1 qui permet de comprendre le mécanisme de propagation de l’information grâce à des calculs explicites ;
• une étape numérique classique avec le choix des schémas pour chacune des équations, du couplage numérique, et la prise en compte de la spécificité du problème, à savoir dans le cas présent, le

traitement de l’interface infiniment mince des bulles.
En particulier, on améliore la preuve du résultat d’existence et d’unicité en temps court, en optimisant les estimations et les expressions des constantes afin d’exprimer le temps d’existence. D’autre part, on
établit certaines propriétés algébriques des solutions éventuelles pour le cas où Y 0 : Ω −→ [0, 1] qui correspond à la contrainte à appliquer à une fraction massique.

Schéma des analyses en cours

On introduit les notations inhérentes à la modélisation. On se place dans un domaine Ω ⊂ Rd, (d ∈ {1, 2, 3}), que l’on suppose borné et régulier. u = w +∇φ est le champ de vitesse global écrit sous
sa forme décomposée de Hodge, Y1 est la fraction massique de la phase gazeuse, T la température, P la pression (qui dans l’approximation choisie ne dépend que du temps), θ = (Y1, T, P ) et ρ la masse
volumique. Dt désigne la dérivée lagrangienne et D(w) le tenseur de déformation associée au champ de vitesse w.

Modèle Abstrait de Vibration de Bulles
(Dellacherie [2], Dellacherie et Lafitte [3])

∂tY1 +∇φ · ∇Y1
Ω
= 0,

Y1(0, x)
Ω
= Y 0(x),

∆φ
Ω
= ψ(t)
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1

|Ω|

∫
Ω
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)
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∇φ · n ∂Ω
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Diphasic Low Mach Number (Dellacherie [1])

DtY1 = 0,

∆φ = Gθ,

∇ ·w = 0,

ρDtw = 2∇ · [µD(w)]−∇Π + 2∇ · [µHess(φ)]

+ρg − ρDt∇φ,

ρcpDtT = αTP ′(t) +∇ · (κ∇T ),

P ′(t) = Hθ(t).

DLMN Potentiel (Dellacherie [2])

DtY1 = 0,

∆φ = Gθ,

ρcpDtT = αTP ′(t) +∇ · (κ∇T ),

P ′(t) = Hθ(t).

Simulations
numériques

Etude en
dimension 1

Propriétés
générales

des solutions

Résultats
d’existence

Théorème d’existence et d’unicité
Pour Y 0 ∈ Hs, s > E(d/2) + 2,
il existe une unique solution Y ∈
C 0
(
[0,T ], L2(Ω)

)
∩ L∞

(
[0,T ],Hs(Ω)

)
pour T > 0.

Le temps d’existence T est donné
par l’égalité :∫ T

0
|ψ(τ )| dτ =

1

e · C1(s, d,Ω) · ‖Y 0‖s
.

En particulier, si ψ ∈ L1 de norme suffi-
samment petite, la solution est globale
en temps.

Développement d’une structure AMR
pour le traitement de l’interface de la
bulle lors de la résolution du modèle
ABV (Penel et al. [4]).

Etude de la convergence de solutions
régularisées.

Solution explicite pour une donnée ini-
tiale irrégulière.

Lorsqu’il existe une solution de type
bulle occupant le domaine Ω1(t), son
volume est donné par la formule :

|Ω1(t)| = |Ω| · |Ω1(0)| · eΨ(t)

|Ω| − |Ω1(0)| + |Ω1(0)| · eΨ(t)
,

où Ψ est la primitive de ψ qui s’annule
en 0.

Si Y 0 est à valeurs dans [0, 1], toute so-
lution bornée en espace-temps est à
valeurs dans [0, 1].

Si le domaine Ω est symétrique et si Y 0

est paire, toute solution est paire.

Si l’on pose µn(t) =
1

|Ω|

∫
Ω
Y n(t, x) dx,

on a :

µ′n(t) = ψ(t)
(
µn+1(t)− µ1(t)µn(t)

)
.
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